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Introduzione
Tecniche progettuali
1 Metodo indiretto (o per discretizzazione) di un regolatore analogico
2 Metodo diretto (ossia nel dominio discreto):
- progetto nel piano w (Bode)
- progetto con il luogo delle radici
- progetto con metodi analitici
3 Regolatori a struttura fissa (tipo PID)
Metodo indiretto (T il piu` piccolo possibile ?!?)
x(t)✲ ❤
−
e(t)
 ✲ D(z)  ✲H(s)✲ G(s) ✲
✻
ub(t)
yb(t)
(b)
x(t)✲ ❤
−
e(t)✲ D(s) ✲ G(s) ✲
✻
ua(t) ya(t)
(a)
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Introduzione
Progetto per discretizzazione
Tre passi concettuali
1 Definizione di T e verifica dei margini di stabilita` del sistema. N.B.: nel
progetto del regolatore D(s) e` opportuno considerare anche la presenza del
ricostruttore
H0(s) =
1− e−sT
s
≈ T
T
2 s + 1
H0(s) ≈ e−sT/2
x(t)✲ ✐
−
e(t) ✲ D(s) ✲
1
T
2 s + 1
✲ G(s) ✲
✻
ua
2 Progetto di D(s)
3 Discretizzazione di D(s)
4 Verifica a posteriori (simulativa e sperimentale) del comportamento dinamico
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Considerazioni sulla scelta del modello
Modeling aspects
The first step in the design of a control law is the definition of a proper
mathematical model of the system to be controlled.
=⇒ ?? =⇒
x˙(t) = f (x(t), u(t))
y(t) = h(x(t), u(t))
. . .
x˙(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)
. . .
G(s) =
B(s)
A(s)
, G(z) =
B(z)
A(z)
This step usually introduces approximations and differences between the
behaviours of the real system and the mathematical model.
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Considerazioni sulla scelta del modello
Modeling aspects - Example
Let us consider the plant described by:
Gp(s) =
1
(0.5 s + 1)(s + 1)2(2 s + 1)
Two simplified models could be considered:
G1(s) =
e−1.46 s
3.34 s + 1
G2(s) =
e−0.78 s
4 s2 + 3.6 s + 1
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G(s)
Note: G1(s) has a single pole, while G2(s) has two poles with a smaller time delay.
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Considerazioni sulla scelta del modello
Modeling aspects - Example
Then, the sampling period T must be defined. Depending on its value, the two
simplified models G1(s) and G2(s) assume different expressions.
Assuming a zero-order hold, T = 5 s, and using the modified1 Z-transform (with
m = 1− 1.465 = 0.708) we have
Gp15(z)| = Z
[
1− e−sT
s
e−1.46 s
3.34 s + 1
]
= (1− z−1)Zm
[
1
s (3.34 s + 1)
]
=
z−1(0.6535 + 0.1227 z−1)
1− 0.2238 z−1
=
0.6535(z + 0.1877)
z(z − 0.2238)
Gp25(z) =
0.6634(z + 0.00434)(z + 0.3712)
z[(z − 0.04877)2 + 0.09342]
1It is an extension of the standard Z-transform, to incorporate delays that are not multiples of
the sampling time.
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Considerazioni sulla scelta del modello
Modeling aspects - Example
Discretizing G1(s) with T = 1 s (m = 1− 0.46 = 0.54) we have
Gp11(z)|T=1 = z−1(1 − z−1)Z
[
e−0.46 s
s (3.34 s + 1)
]
=
z−2(0.1493 + 0.1095 z−1)
1− 0.7413 z−1
=
0.1493(z + 0.7334)
z2(z − 0.7413)
and (G2(s) with T = 1 s)
Gp21(z) =
0.005664(z + 0.3407)(z + 20.26)
z[(z − 0.6225)2 + 0.13792]
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Considerazioni sulla scelta del modello
Modeling aspects - Example
Step responses of
G1(s), G11(z), G15(z) and of G2(s), G21(z), G25(z)
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Scelta del tempo di campionamento
Choice of the sampling period
The choice of a proper sampling period T is fundamental for any digital control system.
and is the tradeoff among several factors related on one side to the cost and on the other
to the degradation of performance.
✲
✻
T
cost
degradation
Performance (control quality) refer to:
- disturbante rejection;
- set-point tracking;
- control energy;
- delay and stability;
- robustness wrt varying parameter;
The (computational) cost refer to
- exploitation of the computational
power;
- AD/DA conversion speed;
- computational speed;
- numerical precision (data storage).
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Scelta del tempo di campionamento
Choice of the sampling period
1) Loss of information: ωs > 2ωb
where ωb is the closed-loop bandwidth (usually ωb > ωc , the bandwidth of
the process).
2) Smoot dynamics and low time-delays: 6 <
ωs
ωb
< 20
3) Compensation of disturbances: ωs > 2ωr
where ωr is the highest disturbance frequency that should be compensated
(to compensate for disturbances, these must be “known”, as the process).
4) Effects of anti-aliasing filters: the transfer function of the process to be
considered in the control design becomes: G ′p(z) = Z[Gp(s)Gf (s)]
where Gf (jω) represents the filter, with a bandwidth given by a frequency ωp
such that ωp/ωb = 2. Therefore
ωs
ωb
≥ 20
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Scelta del tempo di campionamento
Choice of the sampling period
Other practical rules often used in practice are:
a)
T ≤ τdom
10
where τdom is the dominant time constant of the open-loop system. Note
that this condition must be accurately verified, since the open loop
bandwidth must be significantly different from the closed loop one.
b)
T ≤ θ
4
where θ is the process time-delay. As in the previous point, this condition
must be verified also for the closed-loop system.
c)
T <
Ta
10
, ωs > 10ωn
where Ta is the settling time and ωn the natural frequency of the open loop
system, that is in this case characterised by a (dominant) pair of complex
conjugated poles.
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Implementazione di un controllore digitale
Implementation of a digital controller
✲ ❧ ✲ D(z) ✲ H0(s) ✲ Gp(s) Gp(s) =
1
s(s + 1)
T = 0.8 s
✲
✻
v(t) e(t) e(k) u(k) u(t) y(t)
T
−
Gp(z) = Z
[
1− e−sT
s
1
s(s + 1)
]
=
K (z − b)
(z − 1)(z − a) =
K (1− bz−1)z−1
(1− z−1)(1− az−1)
=
0.2493(1 + 0.7669z−1)z−1
(1− z−1)(1 − 0.4493z−1)
Deadbeat controller:
D(z) =
2.27− 1.02z−1
1 + 0.434z−1
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Implementazione di un controllore digitale
Implementation of a digital controller
    y(t)    
    v(t)    
       1.2
         0
    u(t)    
     2.270
    -1.020
         0          8 (secondi) 
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Implementazione di un controllore digitale
Implementation of a digital controller
Deadbeat controller:
D(z) =
2.27− 1.02z−1
1 + 0.434z−1
=
U(z)
E (z)
Therefore
U(z)(1 + 0.434z−1) = E (z)(2.27− 1.02z−1)
or (z−1 is a time delay of a sample period)
u(k) + 0.434u(k − 1) = 2.27e(k)− 1.02e(k − 1)
Finally, the control action should be implemented with the following difference
equation
u(k) = −0.434u(k − 1) + 2.27e(k)− 1.02e(k − 1)
u(k) = −d1u(k − 1) + n0e(k)− n1e(k − 1)
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Implementazione di un controllore digitale
Implementation of a digital controller
global ek1, yk1, n0, n1, d1
. . .
n0 = 2.27; n1 = 1.02; d1 = 0.434;
. . .
while true, % wait interrupt
[yk, vk] = AcquireData();
[uk] = ComputeControl(yk, vk);
[error] = OutputControl(uk);
end
function [uk] = ComputeControl(yk, vk);
ek = vk - yk;
uk = - d1 * uk1 + n0 * ek - n1 * ek1;
ek1 = ek;
uk1 = uk
end
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Tecniche di discretizzazione
Tecniche di discretizzazione
1 Metodo delle differenze all’indietro
2 Metodo delle differenze in avanti
3 Trasformazione bilineare
4 Trasformazione bilineare con precompensazione
5 Metodo della Z-trasformata
6 Metodo della Z-trasformata con ricostruttore di ordine 0
7 Metodo della corrispondenza poli/zeri
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Tecniche di discretizzazione Metodo delle differenze all’indietro
Metodo delle differenze all’indietro
D(z) = D(s)|
s =
1− z−1
T
Esempio:
d y(t)
dt
+ ay(t) = ax(t)
∫ t
0
d y(t)
dt
dt = −a
∫ t
0
y(t)dt + a
∫ t
0
x(t)dt
calcolando per t = kT , per t = (k − 1)T e sottraendo si ha
y(kT )− y((k − 1)T ) = −a
∫ kT
(k−1)T
y(t)dt + a
∫ kT
(k−1)T
x(t)dt ≃ −aT [y(kT ) − x(kT )]
Y (z) = z−1Y (z)− aT [Y (z)− X (z)]
Y (z)
X (z)
= G(z) =
aT
1− z−1 + aT
=
a
1−z−1
T
+ a
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Tecniche di discretizzazione Metodo delle differenze all’indietro
Metodo delle differenze all’indietro
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)
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Tecniche di discretizzazione Metodo delle differenze all’indietro
Metodo delle differenze all’indietro
Legame fra il piano s e il piano z :
✲
✻
σ
jω
Piano s
    
 
 
 
 
  
 
 
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
 
    
✲
✻
1 Re
Im
Piano z
  
 
        
   
       
Per z = σ + jω
Re
(
σ + jω − 1
σ + jω
)
= Re
(
(σ + jω − 1)(σ − jω)
σ2 + ω2
)
=
σ
2 − σ + ω
σ2 + ω2
< 0
(σ −
1
2
)2 + ω2 <
(
1
2
)2
Regolatori stabili tempo continui D(s) vengono trasformati in regolatori stabili
tempo discreti D(z).
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Tecniche di discretizzazione Metodo delle differenze in avanti
Metodo delle differenze in avanti
D(z) = D(s)|
s =
z − 1
T
Esempio:
∫ kT
(k−1)T
y(t)dt ≈ Ty((k − 1)T ),
∫ kT
(k−1)T
x(t)dt ≈ Tx((k − 1)T )
y(kT ) = y((k − 1)T )− aT [y((k − 1)T )− x((k − 1)T )]
Y (z)
X (z)
= G(z) =
aTz−1
1− (1 − aT )z−1 =
a
1−z−1
Tz−1
+ a
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Tecniche di discretizzazione Metodo delle differenze in avanti
Metodo delle differenze in avanti
Re(s) = Re
(
z − 1
T
)
< 0 → Re(z) < 1
✲
✻
σ
jω
Piano s
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
✲
✻
1 Re
Im
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Un regolatore stabile D(s) puo` trasformarsi in un regolatore instabile D(z).
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Tecniche di discretizzazione Trasformazione bilineare
Trasformazione bilineare
D(z) = D(s)|
s =
2
T
1− z−1
1 + z−1
detta anche integrazione trapezoidale (o di Tustin)
∫ kT
(k−1)T
y(t)dt ≈ [y(kT ) + y((k − 1)T )]T
2
∫ kT
(k−1)T
x(t)dt ≈ [x(kT ) + x((k − 1)T )]T
2
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Tecniche di discretizzazione Trasformazione bilineare
Trasformazione bilineare
✲
✻
σ
jω
Piano s
  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
✲
✻
1 Re
Im
Piano z
   
 
 
 
  
 
    
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 
 
 
  
 
    
Re
(
z − 1
z + 1
)
< 0
Re
(
σ + jω − 1
σ + jω + 1
)
= Re
[
σ2 − 1 + ω2 + j2ω
(σ + 1)2 + ω2
]
< 0
σ2 + ω2 < 1
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Tecniche di discretizzazione Trasformazione bilineare
Trasformazione bilineare
Relazione frequenziale tra il piano w , il piano z ed il piano s
✲
✻
Σ
jΩ
Piano w
✲
✛
z =
1 + wT/2
1− wT/2
w =
2
T
z − 1
z + 1
✲
✻
1-1
Re
Im
Piano z
✲
✛
s =
1
T
ln z
z = e
sT
✲
✻
−
ωs
2
ωs
2
σ
jω
Piano s
La trasformazione non genera sovrapposizione frequenziale, ma introduce
distorsioni
jΩ =
2
T
1− e−jωT
1 + e−jωT
=
2
T
e jωT/2 − e−jωT/2
e jωT/2 + e−jωT/2
=
2
T
2j sinωT/2
2 cosωT/2
= j
2
T
tan
ωT
2
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Tecniche di discretizzazione Trasformazione bilineare
Trasformazione bilineare
jΩ = j
2
T
tan
ωT
2
Dc (jΩ) = Dd (e
jωT )
per
Ω =
2
T
tan
ωT
2
w
w
ws/2
W
|G(jW)|
|G(e^(jwT))|
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Tecniche di discretizzazione Trasformazione bilineare con precompensazione
Trasformazione bilineare con precompensazione
s =
ω1
tan ω1T2
1− z−1
1 + z−1
=
ω1
tan ω1T2
z − 1
z + 1
Esempio
G(s) =
a
s + a
Precompensazione alla frequenza ω = a
s =
a
tan aT2
1− z−1
1 + z−1
Gd(z) =
tan aT2 (1 + z
−1)
(tan aT2 − 1)z−1 + (tan aT2 + 1)
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Tecniche di discretizzazione Trasformazione bilineare con precompensazione
Trasformazione bilineare con precompensazione
Esempio
Progettare un filtro passa basso discreto che approssimi il comportamento
frequenziale nella banda [0, 10]rad/s del filtro analogico
G(s) =
10
s + 10
con T = 0.2 s
Gd (z) =
10
2
T
1−z−1
1+z−1 + 10
=
1 + z−1
2
Gd (e
jωT ) =
10
j 2
T
tan ωT2 + 10
=
1
j tan 0.1ω + 1
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Tecniche di discretizzazione Trasformazione bilineare con precompensazione
Trasformazione bilineare con precompensazione
Esempio (cont’d)
Utilizzando la precompensazione di frequenza per ω = 10 rad/s, si ottiene
Gd (z) =
10
10
tan 10T2
1−z−1
1+z−1 + 10
=
0.609(1 + z−1)
1 + 0.218z−1
-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
100 101 102
(a)
(b)
(c)
W (cont.) e W (anal.)
|G|
 (d
b)
Ampiezza dei filtri analogico e digitali
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Tecniche di discretizzazione Metodo della Z-trasformata
Metodo della Z-trasformata
D(z) = Z[L−1[D(s)]]
- Invarianza della risposta all’impulso
- Possibilita` di aliasing
- Da D(s) stabili a D(z) stabili
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Tecniche di discretizzazione Metodo della Z-trasformata con ricostruttore di ordine 0
Metodo della Z-trasformata con ricostruttore di ordine 0
Anche noto come metodo dell’invarianza alla risposta al gradino
Z−1
[
D(z)
1
1 − z−1
]
= L−1
[
D(s)
1
s
]∣∣∣∣
t=kT
D(z) = (1− z−1)Z
[
D(s)
s
]
= Z
[
1− e−sT
s
D(s)
]
- Possibilita` di aliasing
- Trasforma D(s) stabili in D(z) stabili
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Tecniche di discretizzazione Metodo della corrispondenza poli/zeri
Metodo della corrispondenza poli/zeri
1) Si fattorizzano numeratore e denominatore di D(s).
2) Si applica la trasformazione di poli e zeri:
(s + a) → (1− e−aT z−1)
(s + a± jb) → (1− 2e−aT cos bTz−1 + e−2aT z−2)
3) Si introducono zeri in z = −1 in numero pari al grado relativo
4) Si aggiusta il guadagno alle basse (z = 1) o alle alte (z = −1) frequenze
Esempio
D(s) =
s + b
s + a
D(z) = k
z − e−bT
z − e−aT
D(z = 1) = k
1− e−bT
1− e−aT = D(s = 0) =
b
a
(
k =
b
a
1− e−aT
1− e−bT
)
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Tecniche di discretizzazione Metodo della corrispondenza poli/zeri
Metodo della corrispondenza poli/zeri
Esempio: Filtro passa alto
D(s) =
s
s + a
D(z) = k
z − 1
z − e−aT k =
1 + e−aT
2
Esempio:
D(s) =
1
(s + a)2 + b2
=
1
(s + a+ jb)(s + a− jb)
⇒ Eccesso poli-zeri uguale a 2
D(z) = k
(z + 1)2
z2 − 2ze−aT cos bT + e−2aT
k =
1− 2e−aT cos bT + e−2aT
4(a2 + b2)
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Esempio
Esempio di progetto per discretizzazione
Plant:
G(s) =
1
s(s + 2)
Specifiche in retroazione unitaria: δ = 0.5 (S = 16.3%) e Ta ≤ 2 s (al 2%)
4
δωn
= 2 ⇒ ωn = 4 rad/s
Scelta del periodo di campionamento T :
- oscillazioni smorzate con periodo 2pi/(ωn
√
1− δ2) = 1.814 s
- circa 8-10 campioni per oscillazione
- T = 0.2 s
Effetto di ritardo introdotto dal ricostruttore
H0(s) =
1− e−sT
s
≈ Gh(s) = 1
Ts/2 + 1
=
10
s + 10
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Esempio
Esempio di progetto per discretizzazione (cont’d)
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Esempio
Esempio di progetto per discretizzazione (cont’d)
Un controllore analogico D(s) che soddisfa le specifiche per il sistema modificato
Gm e` il seguente
Gm(s) = Gh(s)G(s) ⇒ D(s) = 20.25 s + 2
s + 6.667
Posto Ga(s) = D(s)Gh(s)G(s), la funzione di trasferimento complessiva
G0(s) =
Ga(s)
1 + Ga(s)
=
202.5
s3 + 16.667s2 + 66.67s + 202.5
ha i poli in s = −12.665 e in s = −2± j3.462 (δ = 0.5, δωn = 2 ⇒ Ta = 2 s)
Si passa al dominio discreto con la trasformazione per corrispondenza di poli e zeri.
z = e−6.667T = 0.2644, z = e−2T = 0.6703
D(z) = k
z − 0.6703
z − 0.2644
D(z = 1) = D(s = 0) ⇒ k = 13.57
D(z) = 13.57
z − 0.6703
z − 0.2644
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Esempio
Esempio di progetto per discretizzazione (cont’d)
Risposta del sistema tempo continuo in catena chiusa (sinistra) e posizione dei
poli in catena chiusa (destra).
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Esempio
Esempio di progetto per discretizzazione (cont’d)
Risposta del sistema discreto in catena chiusa (a) e corrispondente uscita del
regolatore (b).
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(a) uscita del sistema equivalente discreto
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(b) Variabile di controllo
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